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SUR LA COURBURE DES LIGNES ET DES SURFACES.

Par M. Emile Turrigre (Poitiers).

Adunanza del 23 marzo 1913.

Les trois formules d’OLinpE RoDRIGUES *), qui caractérisent les déplacements in-
finitésimaux sur les lignes de courbure des surfaces et jouent, pour cette raison méme,
un role particulierement important dans toute la théorie des surfaces, donnent lieu, par
une certaine combinaison, 4 une identité; ces trois formules sont ainsi équivalentes &
deux relations seulement. Celles-ci sont susceptibles d’étre mises sous des formes variées
et, sous ces formes, elles offrent un intérét plus ou moins grand. Parmi les systémes
possibles, et qui sont en nombre infini, il est bien naturel et conforme aux habitudes
de la Géométrie, d’en rechercher un qui soit constitué par deux relations élégantes et
particuliérement expressives.

1. Conformément aux notations classiques, je désignerai par (x, y, z) les trois
coordonnées rectangulaires d’un point quelconque M d’une surface générale (S), que
je supposerai rapportée 4 un systtme d’axes Ox, Oy, Oz. Les cosinus directeurs de
la normale 4 cette surface (§) en ce point M seront désignés par ¢, ¢', ¢'’. Dans ces
conditions, les coordonnées X, Y, Z d’un point pris sur la normale et repéré par sa
distance A au point M, seront: '

(1) X=x+4%, Y=y, Z=g+2rc.
D’autre part, I€s formules d’OLinpE RODRIGUES sont:
(2) dx 4+ Rdc = o, dy -+ Rdc = o, dz 4+ Rd¢"’ = o,

pour un déplacement sur chacunc des deux lignes de courbure qui se croisent en M;
R est I'un ou lautre des deux rayons de courbure principaux R ou R, en ce point M;
C, et C, sont les centres de courbure correspondants. '

Je considére maintenant une sphére fixe (2); je la suppose arbitrairement choisie
dans P'espace et absolument quelconque par rapport 4 la surface (S). Sans restreindre

') O. RODRIGUES, Recherches sur la théorie analytique des lignes et des rayons de courbure des sur-
faces, et sur la transformation d’une classe d’intégrales doubles, qui ont un rapport direct avec les formules
de cette théorie [Correspondance sur I'Ecole Royale Polytechnique, 4 Pusage des éleves de cette Ecole,
par M. HacHeTTE, tome III (Janvier 1814 - Janvier 1816), n® II (Mai 1815), pp. 162-182].
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la généralité de la question, je supposerai que le centre de la sphére () est lorigine O
des coordonnées, de sorte que son équation sera:

4y 4+ —a =o.
Le couple de points S, et S, ot la normale M C, C, 4 la surface (S) rencontre
la sphere (), points qui sont réels ou imaginaires conjugués, est défini par I’¢quation
du second degré:

N b 2 (ex -y D+ # Fy L — @ =0
entre les deux racines X et %, de cette équation, existent les deux relations:
VA = —2(ex 4y + ),
W =x 4y b —d,
qui, par différentiations, conduisent aux deux suivantes:
dx, +-d\, = — 2(xdc + ydc +zdc’),
Adh 42 dh = 2(xdx +ydy +z2dz) = — 2R(xdc+ ydc' +zdc"),
en tenant compte des formules d’OLINDE RobDRriGUEs; il en résulte la relation
A dx, 42, d) = R(dXx, + d)),

que j’écrirai sous la forme

dx, dy,
(3) )\I_R_-I_)\Z_R_‘(),
ou sous la suivante: L

dMs§, aM$§,

cs tes T

D’aprés la maniére méme dont I’équation (3) a été obtenue, les différentielles d X,
et d, représentent des déplacements qui sont effectués essentiellement sur une ligne
de courbure; R est le rayon de courbure correspondant. Des considérations qui pré-
cédent, je peux donc conclure que les trois formules d’OLINDE RoDRIGUES sont équi-

valentes aux deux relations
d.MS d.MS d.MS d.MS
(4) 1 _l_ 2 — O, fatfating | _I_ 2

C.S, C.S, C,S, G, S,
en précisant les significations des différentielles et des lettres C, ou C, comme il suit:
dans la premiére de ces deux relations (4), le déplacement est relatif & 'une des deux
lignes de courbure de la surface qui se croisent au point M; C, est le centre de cour-

:O,

bure qui est associé i I'élément de cette méme ligne de courbure. Pour la seconde
formule, le déplacement et le centre de courbure C, sont de méme relatifs 4 lautre
ligne de courbure.

Les deux relations (4) sont symétriques 'une de l'autre; elles ne dépendent ex-
plicitement ni du rayon de la sphére (Z), ni de la position de la surface (S) dans
Pespace.

Il n’est peut-étre pas sans intérét d’expliquer par des considérations géométriques,
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le résultat de pur calcul qui vient d’étre obtenu; 4 cet effet, reprenons le raisonnement
par lequel M. G. DemarTREs ?) établit les formules d’OLINDE RoDRIGUES.

Soient deux points M et M’, infiniment voisins, sur une ligne de courbure; soient
C et C' les deux points de rebroussement correspondants de la normalie développable
constituée par les normales 4 la surface, le long de la ligne de courbure considérée;
soit R le rayon de courbure, égal 4 M C; en projetant orthogonalement sur un axe
absolument quelconque le contour MCC’ M’, et en introduisant 'angle A de cet axe
avec la normale M C, on obtient:

projection MM’ = (R + CC")cos A — (R 4 dR)(cos: - d.cos ™).
En tenant compte de la condition
dR=CC,

cette relation devient, 4 la limite:

—R

__ projection MM’
o d cos\ ’
c’est en cette égalitét que consiste précisément le théoréme d’Orinpe Ropricues. Con-
sidérons d’autre part une spheére (2) de référence; exprimons que les produits des seg-

ments interceptés par la sphére sur les deux normales voisines, & partir du point C,
sont les mémes:

y Cr TN .
CS xCS,=CS XCS,;
en ne conservant que les termes du premier ordre, on est ainsi conduit 4 la relation:

R — dd(MS.-MSz) '

(MS, 4 MS)

Ainsi donc, tandis que les formules d’OuinDE RoDRIGUES se rattachent, sous leur forme
habituelle, au théoréme des projections, les formes que je propose découlent du théo-
réme concernant les produit des segments interceptés par un cercle ou une sphére sur
les droites issues d’'un méme point.

2. Les deux formes (4), sous lesquelles sont ainsi présentées les formules d’OLINDE
RopriGuEs, s’étendent aux hypersurfaces dans un espace 4 un nombre quelconque de
dimensions.

Dans le cas de la Géométrie plane, toutefois, une seule de ces formules subsiste,
puisque l'autre est identiquement satisfaite. Il est d’ailleurs aisé d’établir alors directement
cette formule unique; jutiliserai 4 cet effer la représentation tangentielle des courbes,
au moyen des coordonnées de Hesse. Soit

xcosg -}~ ysing — @ =o,

I'équation canonique de la tangente 4 la courbe plane générale (C), en un point cou-
rant; ¢ désigne l'azimut de la tangente par rapport 4 une direction fixe; quant 3 &
c’est la distance de lorigine 2 cette tangente; dans ce systéme de représentation, le

?) G. DEMARTRES, Cours de Gdométrie infinitésimale (Paris, Gauthier-Villars, 1913), p. 127.
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rayon vecteur r d’un point M de la courbe (C) est donné¢ par la formule:
r2 _— wz + U'Z’

dans laquelle =’ désigne la dérivée de la fonction = de ¢ par rapport 4 la variable ¢.
Le rayon de courbure R de la courbe (C), en ce point M, est déterminé par la relation

suivante :

R___w_{_wll,

dans laquelle =" est la dérivée seconde de la fonction = par rapport A la variable 3.

Il résulte de ces formules la relation:
R—2= d(r) .

* dw
celle-ci, en vertu des deux équations évidentes
MS .MS,=r — a,
MS + MS, = 2w,
liant entre eux les deux segments déterminés sur la normale en M 4 la courbe (C)

par le cercle d’¢quation
x2 + yz — az,

cercle qu’il convient de substituer & la sphére (X), prend la forme remarquable suivante:
d(MS, X MS
d(MS, + MS)

cette équation n’est autre que I’équation:

dx, dy,
7\,—R+7~,—R_O'

3. La formule (5) exprimant le rayon de courbure d’une courbe plane (C) en
fonction des segments interceptés sur la normale par un cercle déterminé, permet de ré-
soudre élégamment plusieurs problémes intéressants; je vais en donner quelques exemples.

Je supposerai tout d’abord que le rayon de courbure de la courbe plane cherchée
est une fonction linéaire des deux segments interceptés sur la normale par le cercle

fixe:
— R=ax + bx,+ ¢
a, b, ¢ étant trois constantes quelconques.
Tout d’abord il est possible, sans restreindre la généralité de la question, de réduire
4 zéro la constante additive ¢; il suffic 4 cet effet d’envisager une certaine courbe pa-

rallele 4 la courbe (C).
Cette dilatation effectuée, R est réduit 4 la forme:

—R=ak 4 br;

en introduisant alors cette expression de R dans I'équation (3), I'¢quation différentielle
entre les deux segments obtenue est une équation du premier ordre et homogéne par
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rapport aux deux variables:

d, da, o
GFor Fo0n T o FaFm, =%

il saffit donc de poser:

A, =2zX,
pour réduire cette équation 4 une quadrature:

1+a—+ bz
SR R RN e TN T

intégration s’achéve sans difficulté, en distinguant trois cas suivant la nature des racines

dz = const.;

du trinéme du second degré qui figure en dénominateur, c’est-d-dire suivant le signe de

I’expression :
(6 — by — 4(a + b) + 4

4. Parmi les cas particuliers obtenus en attibuant aux constantes a, b et ¢ des valeurs
particuliéres, il convient d’examiner spécialement certaines courbes qui ont été récem-
ment ¢tudiées par M. L. BRAUDE et par moi-méme.

Dans une récente Dissertation, M. L. BRaupE ®) a étudié les courbes qui sont les
lieux des points divisant, en des rapports constants donnés, les rayons de courbure
d’une courbe plane (C); ce géométre a donné i ces diverses courbes, ainsi associées
4 une méme courbe (C), le nom de Zwischenevoluten de la courbe (C); plus particu-
lierement, dans un autre Mémoire *), M. BraUDE s’est proposé de déterminer et d’¢-
tudier les courbes particulieres (C) pour lesquelles une des Zwischenevoluten correspon-
dantes est une circonférence.

La méthode suivie par M. BraUDE pour former [’¢quation des courbes (C) ainsi
définies repose sur le calcul préalable du rayon de courbure, en son point courant, de
la Zwischenevolute générale; indépendamment de ce résultat que j’ignorais, j’avais moi-
méme obtenu récemment I'équation de ces mémes courbes particuliéres °); ma méthode
differe essentiellement de celle de M. Braupe; je me suis en effet plact au point de
vue tangentiel. Cette méme manitre de procéder est susceptible d’étre simplifiée et d’étre
rattachée aux considérations qui précédent, ainsi que je vais le prouver.

La courbe (C) la plus générale qu’il s’agit de déterminer est définie par la condi-
tion imposce:

R=Fk.MS;

3) L. BRAUDE, Uber cinige Verallgemeinerungen des Begriffes der MANNHEIM schen Kurve (Inaugural-
Dissertation, Heidelberg 1911).

4) L. BRAUDE, Uber die Kurven, unter deren Zwischenevoluten sich Kreise befinden [Monatshefte far
Mathematik und Physik, t. XXIII (1912), pp. 283-288].

5) E. TURRIERE, Sur une généralisation des courbes de RiBaucour [Nouvelles Annales de Mathé-
matiques (4 paraitre prochainement); Sur les courbes de RiBaucour [L’Enseignement Mathématique
(a4 paraitre prochainement)].
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en posant donc:

et en portantfla valeur imposée de R = KA, dans I’¢quation générale (5), on obtient
une équation différentielle du premier ordre entre A, et A,:
dx, dx,
G—Kyp, T —k%, =%
Cest I’équation différentielle qui détermine les courbes cherchées; par intégration de cette
équation différentielle linéaire par rapport & X,, on est conduit 4 une relation finie entre
les deux segments A et A;:

(6) xzzzK A A AET

dans laquelle 4 désigne une constante arbitraire d’intégration; celleci exprime 4 son
tour une propriété géométrique de la courbe (C); elle se traduit par une nouvelle
équation différentielle du premier ordre: les deux segments A, et %, sont en effet définis

en fonction de =, de =’ et du rayon a du cercle fixe (Z), par les formules:

\=u—Va—5",

:
), = Vo' — 5"

d’une maniére générale donc, lorsque A, et A, seront liés par une certaine relation im-
posée, ces formules conduiront & une équation différentielle entre z et @; cette équation
différentielle ne contient d’ailleurs pas la variable ¢ sous forme explicite; d’ou il résulte
que cette équation sera intégrable dans tous les cas par une quadrature; cette particu-
larit¢ est due 4 la présence d’une transformation infinitésimale, la rotation autour du
pole. '

Dans le cas particulier actuel des généralisations des courbes de RiBAUCOUR, les

calculs & effectuer sont les suivants: Je pose
Vi* — o = 1w,
z étant une nouvelle variable; la relation (6) entre X, et X, précédemment écrite prend
alors la forme suivante:
= K-~2 K
@ (2) =G+1-Br*c—n;

Gr0

%, est une constante arbitraire liée 4 la constante 4 et au paramétre k; il faut main-
tenant exprimer P'azimut ¢ de la tangente 4 la courbe (C) en fonction de ce méme pa-
ramétre 7; entre la dérivée =’ de la fonction = et la variable z, existe la relation

&% = 4 — zz wz
- b
qui conduit 4 Pexpression suivante de @, en fonction de 7 et par une quadrature:
+ 24z

(8) P— %=

e K

R—DER+1—K) -—(z 1 F (R 1 — K)o g
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ces formules (7) et (8) permettent de calculer en fonction de la variable auxiliaire z le
rayon vecteur 7 et les coordonnées ordinaires en utilisant les formules générales:
r’=1>4 57
x = wcosp — @' sin g,
y=®msinp 4 m' cosyp;
on peut aussi calculer aisément langle polaire et retrouver ainsi les formules de
M. Braubk.

Deux cas singuliers méritent d’étre examinés; ce sont les cas pour lesquels le pa-
ramétre k a les valeurs 1 ou 2; dans le premier, 'équation différentielle entre A et 2,
montre que A, et A, sont constamment égaux; la courbe est évidemment la développante
du cercle fixe.

Dans l'autre cas, K = 2, la relation (6) est illusoire et doit étre remplacée par la

suivante:
A, = 2% Logd, - 42 ;
d’ou:

60 1 .
(9) m’:-{_l.exp.((—_—l),

pour compléter alors la solution du probléme, il convient d’associer 4 cette équation (9)

celle qui suit:

(10) P — 9% =

R4z ,
2 2
G—1y l/%(( — I)Ze—‘—_’ —z
0
et qui remplace la relation (8).

Ces formules (9) et (10) défissent une courbe transcendante dont les rayons de
courbure sont divisés en deux parties égales par un cercle fixe; c’est 14 une générali-
sation de la cycloide ordinaire, courbe dont les rayons de courbure sont divisés en
deux parties égales par la directrice rectiligne.

OssiaN Bonxer ©), a formé Péquation de la roulette du péle de la spirale sinusoide,
dans son roulement sur une base rectiligne; de cette équation, il résulte que toute
courbe de RiBaucour est la roulette du pdle d’une certaine spirale sinusoide, ainsi que
a signalé M. HaroN pE LA GoupiLuiEre 7) dans un travail récent sur les roulettes.

Je me suis de méme propos¢ de définir d’une maniére analogue les courbes (C)
précédemment détérminées; elles sont les roulettes, dans un roulement sur une base
circulaire, du pole de certaines courbes qui généralisent les spirales sinusoides; ces pro-
fils générateurs sont caractérisés par la propriété géométrique suivante: l'angle polaire
d’un point courant, 'azimut qui repére la tangente par rapport 4 une direction fixe, et
Pangle 7 que forment la tangente et le rayon vecteur sont évidemment toujours liés

) O. BonNET, Propriétés géométriques et mécaniques de quelques courbes remarquables [Journal de
Mathématiques pures et appliquées, Iére série, t. IX (1844), pp. 97-112], p. 103.

7) J-N. HatoN DE LA GOUPILLIERE, Etude géométrique et dynamique des roulettes planes ou sphe-
rigues [Journal de PEcole Polytechnique, II® série, XV Cahier (1911), pp. 1-107], pp. 3 et 7.
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entre eux par une relation particulitre et linéaire; toute autre relation linéaire entre ces
trois éléments définit une certaine famille de courbes; ces courbes sont identiques aux
spirales sinusoides. Une relation linéaire générale entre les trois éléments précédents et
Pabscisse curviligne s sur la courbe caractérise donc une famille de courbes plus géné-
rales que les spirales sinusoides; ces courbes généralisées sont précisément les profils
générateurs, qu’il convient de faire rouler sans glisser sur une base circulaire pour en-
gendrer les courbes de M. BraubE.

Le cercle appartient évidemment & cette derniére classe de courbes; il en résulte
que les courbes (C) contiennent comme courbes particulieres les épicycloides; ces
épicycloides sont en réalit¢ des courbes de M. Braupe & un double titre; pour elles,
en effet, le rayon de courbure est simultanément proportionnel aux deux segments
déterminés sur la normale par le cercle fixe. Ces deux segments sont proportionnels
entre eux; cette derniére propriété est caractéristique des épicycloides; en vertu de la
relation (5), elle entraine la proportionnalitt de R aux segments et X, .

On est conduit & ce cas particulier des épicycloides, lorsqu’on se propose de dé-
terminer une courbe plane (C) par la condition que le point courant M et le centre
correspondant ¢ de courbure soient conjugués harmoniques par rapport a un cercle
fixe (2). D’une maniére générale, si v’ est le conjugué harmonique, sur la normale,
du centre de courbure par rapport au cercle, c’est-d-dire le point de cette normale tel
que P'on ait la relation: ’

w'S )
£ - o o,
S, ¢S,

la formule (3) prend la forme suivante:
JMS, 4TS,
*"-'51 - (.7—32

Si donc on suppose que, pour une courbe particuliere et & déterminer, les deux points p’
et M coincident constamment, cette derniére équation entraine la proportionnalité des
deux segments M'S, et MS,; c’est, d’aprés les considérations qui précédent, la propriété
caractéristique des épicycloides.

La méthode qui vient d’étre utiliste pour former Péquation des courbes de
M. Braupk s’étend au cas beaucoup plus général ot le rayon de courbure est une fonction
imposée 4 priori du segment X (ou du segment 1)), la relation (3) lorsque R est une
fonction donnée de A, par exemple,

R=7(),
conduit 4 une équation différentielle entre %, et A ; cette équation différentielle est tou-
jours linéaire par rapport 4 la variable %,; d’ol résulte ’équation finie entre les deux
segments A et A,, au moyen de deux quadratures au plus.
5. Comme second exemple de détermination de courbes planes dont le rayon de
courbure se présente sous la forme

— R=aX 4 b), 4
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je considérerai les développantes des tractrices circulaires de Borpont et de M. MorLEY °);
courbes que j’ai récemment étudites, au point de vue tangentiel, dans un travail sur
les roulettes 4 base rectiligne 9).

Pour appliquer 1’équation (3) 4 la détermination de la tractrice circulaire, il suffit
de Penvisager comme étant la développée de sa propre développante: c’est la dévelop-
pante que je désignerai par (C).

La développée de la tractrice circulaire joue un réle assez important en Cinématique;
elle se présente en effet comme étant la courbe qu'il convient de faire rouler sans
glisser sur une base rectiligne pour engendrer une roulette circulaire. C’est aussi la
courbe @ n saillies de LaBouraYe ™). Je vais de méme rechercher la développante de
la tractrice circulaire.

Le segment 1S, par exemple, est supposé constant et égal 4 une constante algé-
brique &; le rayon de courbure de la développante (C) de la tractrice circulaire, cor-
respondant au point p. de la tractrice, est donc:

R=b42,;

en portant alors cette valeur dans la relation générale (3), on obtient une équation dif-
férentielle du premier ordre entre X, et A, d’aprés ce qui précede, R étant ici une fonc-
tion de 'un des segments seulement; cette équation est linéaire par rapport 4 la variable
%,, et son intégration est réductible 4 deux quadratures. Dans le cas actuel, I'intégrale
de cette équation différentielle est

A, = 2b 4 4 A.exp.(,lb_r) ,
A étant une constante arbitraire.
Pour terminer la recherche de la courbe (C) considérée, il suffit d’intégrer I’équation
différentielle du premier ordre équivalente 3 la relation entre les deux segments X, et A, ;

je poserai 4 cet effet:
®' = asing;

Iéquation différentielle se transforme en une formule donnant = en fonction de la va-
riable auxiliaire z:

w = acosg + b.log (acosz — b) -} const.;

8) G. Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, Zweite Auflage (Leipzig und
Berlin, Teubner, 1910), t. II, p. 200 ; F. GoMEs TEIXEIRA, Traité des courbes spéciales remarquables planes
et gauches (Coimbra, Imprimerie de I'Université), tome II (1909), pp. 93-96.

9) E. TURRIERE, Sur les voulettes & base rectiligne [L’inseignement Mathématique (a paraitre pro-
chainement)).

19) G. K®&NIGs, Legons de Cinématique théorique (Paris, Hermann, 1897), p. 170; G. LorIa, loc.
cit. &), t. I, p. 4235 t. II, pp. s8 et 128. M. G. Loria cite LaBourave d'aprés le Répertoire de
M. H. BROCARD : Notes de bibliographie des courbes géométrigues (Bar-le-Duc, Lithographie Comte-Jacquet
Facdonel, 1897), t. I, p. 65. Les courbes i » saillies ou n ventres sont bien considérées, conformément
a ces citations, dans Ch. LABOULAYE, Traité de Cinématique théorique et pratique ou Théorie des Méca-
nismes, 3¢ edition (Paris, Vicq-Dunod, 1878), p. i50.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXVI (2° sem. 1913). — Stampato il 25 luglio 1913, 48
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Pazimut ¢ de la tangente est ensuite donné par l’équation:

=_z+bfb acosz

cette derniére équation exprimant ¢ en fonction de la variable z, et la relation
&' = asing,

d¢terminent complétement la développée de la courbe (C), c’est-a-dire la tractrice cir-
culaire cherchée, puisque I'équation de la tangente A cette développte est

— xsing 4 ycosg = m".
On peut enfin sz proposer de mettre sous forme finie I'expression de 'angle p; deux
cas essentiellement différents se présentent dans cette intégration définitive, suivant que a
est supérieur ou non 4 b, en valeur absolue; les formules définitives dépendent de fonc-
tions circulaires ou de la fonction logarithmique.

Dans un travail ultérieur, je ferai connaitre d’autres applications des formules de
RoDRIGUES mises sous la forme que je viens de signaler. Tandis que je me suis pré-
cédemment occupé d’applications 4 la Géométrie des courbes planes, je me proposerai
d’¢tudier des applications 4 des courbes gauches et 4 la théorie des surfaces.

Poitiers, le 14 mars 1913.

EmMiLE TURRIERE.




